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Синтезировано семейство вейвлетов на основе ВВСФ нулевого поряд-
ка как вейвлето-образующей-материнской функции, доминирующей по
энергии на заданном носителе каждый из известных материнских вей-
влетов.
Ключевые слова: вейвлет, волновая вытянутая сфероидальная функ-
ция, масштабирующая функция.
Вестник ТвГУ. Серия: Прикладная математика. 2017. № 1. С. 71–84.
Введение
К настоящему времени вейвлет-анализ широко применяется для обнаружения
и обработки сигналов в различных областях науки, техники и медицины.
Основу вейвлет-анализа составляют [1, 2] две функции: масштабирующая –
𝜙(𝑡) и вейвлет-функция – 𝜓(𝑡), 𝑡 ∈ [−𝑇, 𝑇 ] – носитель. Масштабирующая функ-
ция обладает свойствами принадлежности пространству 𝐿2, компактности, обра-
зовывать ортонормированный базис при сдвигах на целочисленные значения ар-
гумента в пределах отрезка [−𝑇, 𝑇 ], иметь на отрезке [−𝑇, 𝑇 ] неравный нулю ин-
теграл и удовлетворять уравнению масштабирования. Вейвлет-функция должна
принадлежать пространству 𝐿2, быть ограниченной, бесконечно дифференциру-
емой, быть заданной на конечном отрезке [−𝑇, 𝑇 ] и иметь на нем максимальную
концентрацию энергии, быть оптимально локализованной во времени и по частоте,
иметь нулевое среднее, обладать самоподобием при масштабных преобразовани-
ях и сдвигах, удовлетворять требованиям представимости в ортогональном базисе
сдвинутой масштабирующей функции, ортогональности с масштабирующей функ-
цией при всех целочисленных ее сдвигах и требуемой степени локализации, иметь
экспоненциальное убывание.
К настоящему времени предложены и проанализированы различные вей-
влетообразующие функции [1-2], но каждая из них имеет ряд принципиаль-
ных недостатков. Так, вейвлетообразующая функция Хаара является разрывной
и плохо аппроксимирует непрерывные функции, вейвлетообразующая функция
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Котельникова-Шеннона медленно убывает с ростом временного аргумента, ма-
теринские вейвлеты Добеши не имеют явных аналитических выражений и име-
ют ограниченное число непрерывных производных, вейвлетообразующая функция
«Maxhat» не финитна по времени и частоте и не имеет масштабирующей функ-
ции, вейвлетообразующая функция Мейера не имеет аналитических выражений
для масштабирующей функции и вейвлета.
Каждая из этих вейвлетообразующих функций имеет меньшую энергию на
конечном носителе – отрезке времени [−𝑇, 𝑇 ] по сравнению с вейвлетом, синте-
зированным на основе волновых вытянутых сфероидальных функций (ВВСФ) на
таком же носителе [3].
В связи с этими фактами постановка и решение задачи разработки семейства
вейвлетов на основе ВВСФ нулевого порядка является актуальной.
1. Цель статьи
Доказательство свойств нормированной ВВСФ нулевого порядка как мас-
штабирующей функции, разработка вейвлета на основе ВВСФ нулевого по-
рядка и установление его свойств, разработка алгоритма вычисления вейвлет-
коэффициентов для вейвлет-преобразования.
Оценка показателей эффективности вейвлета ВВСФ нулевого порядка и срав-
нение с другими вейвлетами.
2. Аналитическое выражение для ВВСФ нулевого порядка
Аналитическое выражение устанавливается из решения однородного инте-





𝜋(𝜏 − 𝑡) 𝑤𝑖(𝜏)𝑑𝜏, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,−∞ < 𝑡 <∞, (1)
где 𝑤𝑖 (𝑡) – искомая ВВСФ 𝑖-го порядка, 𝑖 = 0, 1, . . ., на интервале времени
−𝑇 6 𝑡 6 𝑇 , 𝐶 – верхняя граничная частота финитного спектра ВВСФ, 𝑇 – правая
граница интервала аргумента задания – носителя ВВСФ, 𝜆𝑖 – собственное число,
соответствующее функции 𝑤𝑖(𝑡), как собственной интегрального уравнения.
Для решения уравнения (1) воспользуемся предложенным в [4] методом, осно-
ванным на аппроксимации искомых ВВСФ конечным рядом Котельникова и при
котором интеграл в уравнении сводится к табличному, снимается проблема быст-
рой осцилляции ядра для значений 𝐶𝑇 > 8 и обеспечивается вычисление ВВСФ в
реальном масштабе времени на современных ПЭВМ.
Сущность метода заключается в следующем:




𝑤𝑘[sin 𝜋(𝜏 − 𝑘∆)/∆]/[𝜋(𝜏 − 𝑘∆)/∆], (2)
где −𝑤𝑘 = 𝑤(𝑘∆), 𝑘 ∈ [−𝑁,𝑁 ], 0 < ∆ 6 𝜋/𝐶, 𝐶1 = 𝜋/∆, ∆ – шаг дискретности на
отрезке [−𝑇, 𝑇 ], 𝑁 = [𝑇/∆] – целая часть числа 𝑇/∆.
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2. Подставить выражение (2) в уравнение (1), которое должно выполняться на
дискретном множестве точек 𝑡𝑙 = ∆𝑙, 𝑙 ∈ −𝑁,𝑁.








sin 𝐶(𝜏−𝑙Δ) sin 𝜋(𝜏−𝑘Δ)/Δ
𝜋(𝜏−𝑙Δ)𝜋(𝜏−𝑘Δ)/Δ 𝑑𝜏 =
=
cos (𝑙 − 𝑘)𝜋
2𝜋2(𝑙 − 𝑘) [−𝑆1(𝑃1𝑇2) + 𝑆1(𝑃1𝑇1) + 𝑆1(𝑃2𝑇2)− 𝑆1(𝑃2𝑇1)]−
− 1
2𝜋2(𝑙 − 𝑘) [cos 𝐶∆(𝑘 − 𝑙) (𝑆1(𝑃3𝑇3)− 𝑆1(𝑃3𝑇4) + 𝑆1(𝑃4𝑇4)− 𝑆1(𝑃4𝑇3))+
+ sin𝐶∆(𝑘 − 𝑙)(𝑆𝑖(𝑃3𝑇4)− 𝑆𝑖(𝑃3𝑇3) + 𝑆𝑖(𝑃4𝑇4)− 𝑆𝑖(𝑃4𝑇3))], (4)






sin 𝐶(𝜏 − 𝑘∆) sin (𝜋(𝜏 − 𝑘∆)/∆)







− 1− cos (𝑃3𝑇3)
𝑇3
− 𝑃3(𝑆𝑖(𝑃3𝑇4)−





+ 𝑃4(𝑆𝑖(𝑃4𝑇4)− 𝑆𝑖(𝑃4𝑇3))], (5)




[(sin 𝑦)/𝑦]𝑑𝑦, 𝑆1(𝑥) =
𝑥∫︁
0
[(1− cos 𝑦)/𝑦]𝑑𝑦 = ln𝑥 + 0, 577216− 𝐶𝑖(𝑥),
Ci(𝑥) – интегральный косинус, 𝑆𝑖(𝑥) – интегральный синус;
𝑃1 = 1− 𝜋/∆𝐶, 𝑃2 = 1 + 𝜋/∆𝐶, 𝑃3 = 1− 𝐶∆/𝜋, P4 = 1 + 𝐶∆/𝜋,
𝑇1 = −𝐶(𝑇 + ∆𝑙), 𝑇2 = 𝐶(𝑇 −∆𝑙), 𝑇3 = −𝜋(𝑇/∆ + 𝐾), 𝑇4 = 𝜋(𝑇/∆−𝐾).
3. Найти искомые 𝑤𝑘, 𝑘 ∈ −𝑁,𝑁, как решение задачи (3) QR-алгоритмом (или
другим численным методом) и восстановить ВВСФ – w(𝜏).
3. Свойства ВВСФ
ВВСФ нулевого порядка 𝑤(𝜏) ∈ 𝐿2(-∞,∞) [7], компактна – определена
на конечном отрезке [−𝑇, 𝑇 ], локализуема, ограничена по норме пространства
𝐿2(−∞,∞), четная, самоподобна по преобразованию Фурье, допускает конструи-
рование ортогонального базиса в 𝐿2(−∞,∞), обладает аппроксимационными свой-
ствами, адекватными предполагаемым приложениям в задаче анализа выборок
74 КАТУЛЕВ А.Н., МАЛЕВИНСКИЙ М.Ф.
сигналов и изображений, допускает сжатие и растяжение во временной и частот-
ной областях, имеет, как установлено в [5] и моделированием в [6], экспоненциаль-
ное убывание с показателем 𝐶𝑇 , бесконечно дифференцируема, имеет максималь-
ную концентрацию энергии на отрезке [−𝑇, 𝑇 ] [7]. Очевидно, эти свойства ВВСФ
тождественны свойствам вейвлетообразующих функций [1], и поэтому становится
обоснованным рассматривать ВВСФ как вейвлетообразующую функцию.
4. Доказательства свойств ВВСФ нулевого порядка как масштабирую-
щей функции и свойств системы вейвлетов
Докажем, что ВВСФ нулевого порядка удовлетворяет требованиям, предъяв-
ляемым к масштабирующей функции вейвлет-анализа, образовывать при ее сдви-
гах ортонормированный базис в 𝐿2, иметь не равный нулю интеграл на носителе
[−𝑇, 𝑇 ] и образовывать ортогональную систему вейвлетов.
Теорема 1. Последовательность ВВСФ нулевого порядка 𝑤(𝑡− 𝑏𝑛) образует ор-
тогональный базис в пространстве 𝐿2 по переменной сдвига 𝑏𝑛 = 𝑛∆ для всех
целых 𝑛 = 0,±1± 2, . . ..
Доказательство. Воспользуемся выражением скалярного произведения в про-












sin 𝑐(𝜋(𝑡− 𝑙∆)/∆))(sinc(𝜋(𝑡− (𝑛 + 𝑘)∆)/∆)𝑑𝑡, (6)
где интеграл в (6) равен [7]
sin((𝑙 − 𝑘)𝜋)(−1)𝑛∆/((𝑙 − 𝑘)𝜋 − 𝜋𝑛), 𝑠𝑖𝑛𝑐(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛(𝑡)/𝑡. (7)








𝑤𝑘𝑤𝑙(sin(𝑙 − 𝑘)𝜋))(−1)𝑛∆/((𝑙 − 𝑘)𝜋)− 𝑛𝜋). (8)
Из (8) непосредственно следует выражение-доказательство ортогональности
∞∫︁
−∞
𝑤(𝑡)𝑤(𝑡− 𝑛∆)𝑑𝑡 =𝐴, если 𝑛 = 0, 𝑘 = 𝑙,
и ∞∫︁
−∞
𝑤(𝑡)𝑤(𝑡− 𝑛∆)𝑑𝑡 = 0, если 𝑛 = ±1,±2, . . . ,






Теорема 2. Интеграл от ВВСФ нулевого порядка не равен нулю на интервале
(-∞, ∞).













Неравенство нулю справедливо, поскольку значения 𝑤(𝑘∆) = 𝑤𝑘, −𝑁 6 𝑘 6 𝑁 на
интервале [−𝑇, 𝑇 ] положительны [7].
Из теорем 1 и 2 имеем принципиально важный результат: нормированная по
норме пространства 𝐿2 ВВСФ нулевого порядка является масштабирующей функ-






𝑤𝑟 · sinc(𝐶1𝑡− 𝑟𝜋) (10)
и на ее основе можно формировать вейвлет-функцию 𝜓(𝑡),−𝑇 6 𝑡 6 𝑇 . Последняя,







𝑔𝑘𝜙(2𝑡−∆𝑘), −∞ < 𝑡 <∞, (11)
где 𝑔𝑘 ∈ 𝑅 – коэффициенты, вычисляемые по формуле [2]















Итак, вейвлет на основе ВВСФ нулевого порядка (11) может использоваться













𝑔𝑘𝜙 (2(𝑡− 𝑏𝑛)/𝑚−∆𝑘)−∞ < 𝑡 <∞,
(14)
где 𝑏𝑛 = ∆𝑛, 𝑛 = 0,+1,+2, ... – переменная сдвига, m – параметр масштаба.
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Примечание 1. Сделаем в (10) замены переменных t и r:
𝑡 = −𝑇 + 𝜏 , 0 6 𝜏 6 2𝑇 и 𝑟 = −𝑁 + 𝑝, 𝑝 = 0, 1, 2, . . . , 2𝑁 .





𝑤−𝑁+𝑝𝑠𝑖𝑛𝑐(𝐶1(−𝑇 + 𝜏)− (−𝑁 + 𝑝)𝜋), 0 6 𝜏 6 2𝑇, 𝑝 = 0, 1, 2, . . . , 2𝑁 .
Дальнейшие вычисления для определения параметров вейвлета производятся
с новой масштабирующей функцией 𝜙(𝜏).
Теорема 3. Интеграл от вейвлет-ВВСФ нулевого порядка на интервале (-∞,∞)
равен нулю.

































Равенство нулю получаем в силу равенства
𝑁∑︀
𝑘=−𝑁
𝑔𝑘 = 0 [8], что и требовалось до-
казать.
Теорема 4. Система вейвлет-ВВСФ Ψ(𝑡−∆𝑛), n= 0,±1,±2, . . . образует орто-
нормированную систему в 𝐿2.
















𝑔2𝑚 = 1, если 𝑝 = 0, и
∞∫︀
−∞
𝜓(𝑡)𝜓(𝑡−∆𝑛)𝑑𝑡 =0, в других
случаях, а так как
𝑁∑︀
𝑚=−𝑁
𝑔2𝑚 = 1 [2], то доказательство ортогональности завер-
шено.
Теорема 5. Каждая функция системы вейвлет-ВВСФ Ψ(𝑡-∆n), 𝑛 = 0,±1,±2, . . .
ортогональна масштабирующей функции 𝜙(𝑡).
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ℎ𝑘𝑔𝑘 = 0, 𝑛 = 0,±1,±2.
Равенство нулю справедливо в силу
𝑁∑︀
𝑘=−𝑁
ℎ𝑘𝑔𝑘 = 0 [8]. Требуемое доказано.
Вейвлет-коэффициенты вейвлет-преобразования [2], по определению, представ-
ляются выражением скалярного произведения











где 𝑓(t) – заданная или выборочная функция, 𝑛, 𝑚 – переменные сдвига и мас-
штаба, или после дискретизации b, 𝑏𝑛 = 𝑛∆, n=0, ±1, ±2, . .., 𝑚 = 𝑚1,𝑚2, ... будет
иметь место поле вейвлет-коэффициентов.
С учетом, что носитель вейвлет-ВВСФ есть отрезок [𝑏−𝑚𝑇, 𝑏+𝑚𝑇 ], выражение












Заменив в (16) непрерывную функцию 𝑓(𝑡) ее значениями в дискретных точках
















где ∆𝑡 – шаг дискретности входных данных функции 𝑓(𝑡).
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− (𝑝 + 𝑟)𝜋
)︂)︁
. (18)
Создадим на основе функций 𝜙(𝑡) и Ψ(𝑡) системы ортонормированных функций
𝜙𝑎𝑛(𝑡) = 2
𝑎/2𝜙(2𝑎𝑡−∆𝑛), 𝑎, 𝑛 = 0,±1, . . . , аналогично для Ψ(𝑡).
При такой записи этих систем из теорем 1-5 следует, что функции 𝜙(t) и Ψ(t)
образуют кратномасштабный анализ [2].
Теорема 6. Масштабирующая функция Хаара есть (частный) предельный слу-
чай ВВСФ нулевого порядка.
Доказательство. Известно, что дельта-функция есть предел функции отсчетов
при C→∞
𝛿(𝜏 − 𝑡) = lim
𝐶→∞
sin𝐶(𝜏 − 𝑡)/[𝜋(𝜏 − 𝑡)].




𝛿((𝜏 − 𝑡))𝑤(𝜏)𝑑𝜏 =𝑤(𝑡), −0.5 6 𝑡 < 0.5. (19)




𝛿((𝜏 − 𝑡))𝑤(𝜏)𝑑𝜏 +
0.5∫︁
0
𝛿((𝜏 − 𝑡))𝑤(𝜏)𝑑𝜏. (20)








𝛿((𝜏 − 𝑡))𝑤(𝜏)𝑑𝜏, 0 6 𝑡 < 0.5. (22)








(𝜏 − 𝑡)𝑤(𝜏)𝑑𝜏 = −𝑤′(𝑡), −0.5 6 𝑡 < 0. (23)
Из (23) следует, что w(t) на промежутке −0.5 6 𝑡 < 0, постоянная функция, то
есть 𝑤(𝑡) ≡ 𝐶0, −0.5 6 𝑡 < 0.
Аналогично для уравнения (22) получим, что 𝑤(𝑡) ≡ 𝐶2, 0 6 𝑡 < 0.5.
Учитывая четность ВВСФ нулевого порядка, получим, что 𝐶2 = 𝐶0. Поскольку
ВВСФ определяются с точностью до постоянного множителя, примем 𝐶0 = 1.
Сделав замену переменной 𝑡 = −0.5 + 𝜏 для ВВСФ нулевого порядка, получим
окончательное выражение
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w(𝜏) =
⎧⎨⎩ 1, 0 6 𝜏 < 0.5,1, 0.5 6 𝜏 < 1,
0, в других случаях ,
то есть получим масштабирующую функцию Хаара.
Теперь докажем, что в пределе при 𝐶 →∞ интеграл ∫︀∞−∞ 𝜙(𝑡)𝑑𝑡 = 1.





















При 𝐶 →∞, аналогично приведенному выше доказательству о масштабирующей











В [9] доказано, что спектры ВВСФ любого порядка финитны и подобны исход-
ным функциям. И, согласно [9], имеем формульные соотношения для прямого и

























где 𝜆 – собственное число ВВСФ нулевого порядка.
В заключение теорем дополнительно отметим два вытекающих из них резуль-
тата:
1. Так как ВВСФ нулевого порядка – четная функция, то область задания ее
аргумента можно ограничить отрезком [0, 𝑇 ], а сумму (2) в конечном ряде
Котельникова изменять от 0 до 𝑁 .
2. Согласно свойствам ВВСФ нулевого порядка относительная доля ее энергии
равна ее собственному числу, что при 𝐶𝑇 > 4 – близка к единице (0.999)
и практически равна единице (0.9999) при 𝐶𝑇 > 6 [7], поэтому замена ко-
нечного отрезка [−𝑇, 𝑇 ] интервалом (−∞,∞) не приводит к погрешности по
норме пространства 𝐿2 в доказательствах теорем 1-5 и погрешности вычис-
ления нормировочного коэффициента A (выражение (9)).
5. Алгоритм вычисления вейвлет-коэффициентов
Включает следующие операции:
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1. Вычисление коэффициентов 𝑎𝑙𝑘, 𝑙, 𝑘 = −𝑁, . . . , 𝑁 по выражениям (4),(5) при
заданных значениях параметров 𝐶, ∆, 𝑇 .
2. Вычисление собственных чисел и собственных векторов из решения системы
уравнений (3).
3. Вычисление нормировочного коэффициента 𝐴 по выражению (9).
4. Вычисление коэффициентов ℎ𝑘, 𝑘 = −𝑁, . . . , 𝑁 по выражению (13).
5. Вычисление коэффициентов 𝑔𝑘, 𝑘 = −𝑁, . . . , 𝑁 по выражению (12).
6. Вычисление вейвлет-коэффициентов по выражению (18).
6. Показатели эффективности вейвлет ВВСФ нулевого порядка
В качестве показателей эффективности приняты свойства предложенного вей-
влета ВВСФ нулевого порядка и других вейвлетов.
В Таблице 1 для сравнения вейвлет ВВСФ нулевого порядка с другими вейвле-
тами приведены свойства и результаты их оценивания; совокупность показателей –
полная в смысле их соответствия требованиям, предъявляемым к вейвлетам [1,2].
В Таблице 1 приведены вейвлеты, наиболее широко применяемые в практиче-
ских приложениях.
Свойства известных вейвлетов установлены по данным [1,2,10], а свойства вей-
влета ВВСФ нулевого порядка установлены изложенными теоремами.
Разрешающие способности вейвлетов оценены моделированием с использова-
нием критерия Рэлея [7] по объектам на изображении, обнаруживаемых оптико-
электронным прибором.
Моделирование выполнено при задании следующих исходных данных: верхняя
граничная частота 𝐶 = 2𝜋, шаг дискретности ∆ = 0.5, 𝑁 = 4.
Для вычисления интеграла в выражении (18) применена формула трапеций.
При вычислении вейвлет-коэффициентов для всех вейвлетов, исключая вей-
влет ВВСФ нулевого порядка, использовалась функция dwt системы MatLab.
Из результатов Таблицы 1 оценивания показателей эффективности вейвлетов
следует вывод: семейство вейвлетов на основе ВВСФ нулевого порядка обладает
по сравнению с другими вейвлетами всеми свойствами, предъявляемыми к вей-
влетам, и лучшей разрешающей способностью.
Заключение
Построено ортогональное семейство вейвлетов на основе ВВСФ-волновой вы-
тянутой сфероидальной функции нулевого порядка – оценены показатели эффек-
тивности. Доказано, что нормированная ВВСФ нулевого порядка является мас-
штабирующей функцией (вейвлетообразующей) и что семейство вейвлетов ВВСФ
нулевого порядка удовлетворяет всем требованиям по ограниченности, локализу-
емости во временной и частотной области, самоподобию, нулевому среднему, об-
ладает лучшей разрешающей способностью по сравнению с другими вейвлетами.
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Таблица 1: Оценка показателей эффективности вейвлетов
Разработан и промоделирован на ПЭВМ алгоритм вычисления вейвлет-
коэффициентов.
Предложенное семейство вейвлетов применимо: для анализа спектральных ха-
рактеристик функций с конечной энергией (принадлежащих пространству 𝐿2),
для ограниченных функций на интервалах задания аргумента, для функций с
финитным спектром, ширина полосы которых не превосходит ширины полосы
вейвлета.
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In this article class of wavelets on the basis of zero order prolate spheroidal
wave function is synthesized. Prolate spheroidal wave function is mother
wavelet. This function dominates by energy each of well-known mother
wavelets on given support. This article is contribution to the theory and
practice of wavelet-analysis.
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